i S i i, 0

MATEMATICA PENTRU CONCURSURI
—VI-

Alexandru POPESCU-ZORICA
Cristinel MORTICI
Andrei VERNESCU
Dorin MARGHIDANU
Citilin STERBETI
Nicolae TOMESCU
Lucian TUTESCU

MISTUIRI
RASCOLITE

CONCURSUL INTERJUDETEAN
DE MATEMATICA ,, DANUBIUS”
Editiile I-VI

Editura SITECH
Craiova


https://www.libris.ro/mistuiri-rascolite-concursul-interjudetean-de-SIT978-606-11-2972-0--p24257282.html

CUPRINS

In loc de prefafi s i)
Mistuiri rAscolite gt e S it mmesasssassssmsaid
Concursul Danubius — enunturi..........ccoceceeererernrecsssssceseseeceneenn 51

Concursul Danubius — SOIULI ....c..cvoieririeririiesiis e 89

142




Interventii pertinente la aceastd masé rotunda au avut si profesorii: Lucian
Tutescu si Catdlin Sterbefi din Craiova, Marius Perianu din Slatina, Nicolae
Bivol din Corabia, moderatorul acestei reuniuni, Dorin Mdrghidanu, etc.

Organizatorii au oferit profesorilor si invitatilor o minunata croazierd pe
Duniére (in deplin acord cu numele concursului!...).

Ziua de concurs se incheie cu festivitatea de premiere — in sala mare a Ca-
sei de Culturd din Corabia, unde sunt prezenti elevi, profesori, périnti, invitati.

Incepind cu doud editii in urmia, concursul are un caracter zonal-
european, fiind invitate si echipe din Republica Bulgaria.

Prof. Dr. Dorin Mdarghidanu

MISTUIRI RASCOLITE

Sunt multe regiuni pe sfera ,,Pamant” care se revendici ,,leagin de cul-
turd”. In ce ma priveste, eu localizez in special bazinul mediteranian si indeo-
sebi bazinul est-mediteranian. Pitorescul neasemuit al miturilor se alege din
diversitatea credintelor acelor semintii, triitoare pe aceste meleaguri, a cdror
inceputuri promulgi existenta §i dupa multe mii de ani se asazi in ,la
mythologie grécque est d’une incomparable beauté”, Max Frédéric Miiller, filo-
log si mitolog englez de origine germand, 1823-1900.

Geniile contemplatoare s-au cristalizat simultan la fnceputurile emanci-
périi, cu felurite grade de efervescentd, prin triumviratul , literaturd-arta-gtiinta”.
Rostul eseului nostru este orientat cétre pilonul ce avea si fundamenteze edifi-
ciul cunoasterii, citre civilizatia de astazi ce se cere pistratd si continuatd, pen-
tru frumusetea vietii, pentru cucerirea adevirului, pentru triumful binelui. ,,Ge-
ometrie”, cuvant din limba greaca alcatuit din particula ,,geo”, pamant si alocu-
tiunea ,,metron”, masura.

Caria, o tard cu existentd prosperd incd din al patrulea mileniu 1.Ch., age-
zati pe teritoriul Asiei Mici cu orage celebre: Halicarasse patria lui Hérodote ,,le
Pére de I’histoire” (484-425 1.Ch.), astdzi in viatd pe harta Turciei cu numele
,Boudroun”, adiiposteste ruinele primului edificiu inserat in salba celor ,,sapte
minuni ale lumii antice”. Monumentul are o indltime de 42 m alcituit din 36
coloane in stil ionic, surmontat de o piramid3 pe care este iniltatd statuia lui
Mausole, regele Cariei (377-353 1.Ch.) Complexul a fost ridicat in anul urma-
tor, 352, sub directa supraveghere a urmasei, regina Artemiza I

Milet, port la marea Egee, reprezintd patria lui Thales (624-546 1.Ch.),
Anaximandru (610 — 546 1.Ch.), Anaximene (550-480 1.Ch.), precum si a multor
filosofi, scriitori si oameni de culturd, printre care renumitul geograf si istoric
Hecateu (sec. 6 1.Ch.) i celebra Aspasia, cea mai frumoasi femeie a acelei lumi,
inzestrati cu un spirit de singular3 finete, ce avea sa devin sotia lui Pericle.

Clazomene, astiizi ,,Vourla”, patria lui Anaxagora (510-428 1.Ch.), fondato-
rul teismului filosofic si intemeietorul scolii filosofice de la Atena, ale cirui prele-
geri si lectii au fost cu asiduitate urmdrite de Pericle, Euripide, Socrate.

Cnidos, colonie lacedomoniani consacratd zeitei Venus, patria lui Eudoxiu
(409-356 1.Ch.), inventatorul cadranului solar orizontal, medic si astronom grec,
dar si geometru, ale cdrui reflectii sunt adunate si comentate de Euclid, in
,Elemente”, in cértile destinate fundamentelor prin postulate, prin rigoarea de-
monstratiei ce se stringe in adevar.



Acest succint periplu antic egeian se implinegte, se intrepatrunde cu o ta-
rd preponderent insulard, care istoriceste isi adjudeca prin colonizare si pérti din
Caria, pe litoralul vest mediteraneean al Asiei Mici: ,,Jonia”.

Incepand cu secolele VIII si VII 1.Ch. tribul ionienilor colonizeazi insu-
lele ,,Sporadelor centrale” care, in zilele noastre string ,,I’ Archipel”: Lebedos,
Phocée, Chios, Samos, Erythrées, Priéne. Concomitent, coloniile s-au extins in
lungul Marii Negre. Ulterior, Ionia a suferit dominarea regilor Lydiei, urmati
de aceea a regilor Persiei, apoi hegemonia Atenei si a Spartei, recizind sub
jugul persilor pana la izgonirea acestora de cucerirea romané-secolul I .Ch.

Partea emancipata si inteligenta a semintiei ionice tine stindardul civili-
zatiei, pe care antichitatea greacd o lasi mostenire lumii in domeniile literaturii,
filosofiei, artelor, stiintei si pe aceasti temelie se ridic3 civilizatia contemporana.

Inceputul conceptelor geometrice in zona bazinului mediteranean, Hero-
dot il ageaza la finele mileniului IV 1.Ch. Acest neobosit célitor s-a informat de
la astrologi, preofi, invitati §i selectdnd cu discerndmént datele adunate, si-a
binemeritat etemizarea cu recunoastere unanima ,,le Pére de 1’histoire™.

Geometria s-a constituit din nevoi practice, specialistilor vremii le-am spu-
ne astiizi ,,ingineri in arpentaj si agrimensurd”. Revarsarile Nilului pustiau intinderi
mari in forme neregulate cu variatiuni dependente de relieful locului. Odati cu re-
tragerea apelor se puneau probleme de méisurare, de resortul arpentajului.

Se atribuie astfel Egiptenilor si Caldeenilor primele incerciri de coordo-
nare a ideilor geometrice. Urmitor lui Herodot, Aristotel fixeazd Egiptul ca
leagin al geometriei la origini, dupa care a trecut in Grecia.

De la Platon (430-349 1.Ch.) dateazd avantul Geometriei in Grecia.
Acest mare savant gi-a Iinceput instruirea pe 1dnga preotii egipteni, apoi in Italia
pe langa Pitagoricieni, coleg cu Arhitas din Tarent, elevi ai lui Teodor din Are-
ne(480-400 1.Ch.). Reintors la Atena a introdus in stiinta filosofiei, metoda ana-
litic, In geometrie, teoria sectiunilor conice si doctrina locurilor geometrice. Se
crea astfel o geometrie noua care la acea epoci se numea ,,geometria transcen-
dentd”. Ca sef al liceului, ilustrul filosof §i geometru, la poarta scolii sale ageazi
inscriptia ,,Que nul n’entre ici, s’il n’est géometre™ si Aristotel(384-322 1.Ch.) a
pasit pragul acestei renumite scoli.

Antichitatea pronuntd in istoria civilizatiei urmitoarele mari centre de
culturd matematica:

Scoala ionicd, fondator Thales, sediul Milet

Scoala italicd, fondator Pytagora, sediul Caotona

Scoala greaci, fondator Platon, sediul Atena

Scoala alexandrind, fondator Euclide, sediul: Alexandria

Teismul filozofic, elaborat si fundamentat de Anaxagora apartine scolii
ionice §i se constituie din

apa-pentru Thales
infinitul-pentru Anaximandru
aerul-pentru Anaximene.

Scoala de la Alexandria, cea mai longevivé, aproape o mie de ani, 300 1.Ch.
— 638 d.Ch., anul cuceririi arabe. Se mistuia in anul 641 d.Ch. in flacérile in-
cendierii celebrei biblioteci, sub ochii Califului Omar care orchestra cel mai
barbar act de silbiticie si cruzime, consemnat de istorie, asupra civilizatiei lu-
mii, cAnd invazia arabi a lipsit posteritatea de opere, dintre care multe, foarte
multe n-au mai putut fi restaurate.

Cand secolele s-au mai consumat, lumea arab3 a mai dat citeva ,,scipa-
riri” impristiate printre dune de nisip cu adunare la Bagdad (secolul IX), si
istoria retine unele contributii, insd multe dintre ele riman incerte in privinta
paternitatii, fiind sustrase din ,,manuscrise disparute”.

Si trecem la subiectul ce ne-am propus a-l cerceta pentru restaurare!

Incursiunea noastri traverseazi o mie opt sute de ani i o viatd medie (!),
prin cercetirile a trei corifei, aferente aceleiagi probleme:

Archiméde, 287-212 1.Ch., a activat in Syracuza

Tabit ibn Kora, 826-901, a activat in Bagdad

Johann Kepler, 1571-1630, a activat in Praga.

Euclide, 320-270 1.Ch., fondatorul scolii din Alexandria. Initiat, elev la
scoala lui Platon, este atras catre anul 290 1.Ch. in Egipt, la Alexandria, deveni-
td capitald sub domnia intemeietorului ,,dynastie des Lagides”, Ptolemeu I Soter
(salvatorul), strilucit general si aghiotantul apropiat al lui Alexandru cel Mare,
cel mai fericit urmas al ilustrului cuceritor. Sub domnia lui ( 323-283 1.Ch.).
Alexandria devine centrul de culturd al lumii antice Tmplinit prin sosirea tdna-
rului savant.

In anul 285 1.Ch. apar ,,Elementele”. Cartea de stiintd, care a traversat
veacurile, fiind tradusi si comentatd in toate limbile, a fost §i riméne carte de
initiere si invatiturd pentru scolile de matematicd ale tuturor tarilor lumii. Pro-
fesor si mentor al printului mostenitor, devenit regele Ptolémée II Philadelphe
sub a cirui domnie (285-247 1.Ch.). Alexandria atinge $i riméne pentru multi
ani centrul de atractie al mintilor celor mai luminate. Sub aceasti domnie s-a
construit ,,Farul de la Alexandria”, a treia minune a lumii antice §i geometria
arhitecturii acestei constructii gigantice (avea o bataie de 100 mile marine) a
fost proiectatd, calculatd de marele savant.

Redactarea ,,Elementelor” este feritd de trivialititi §i demonstratiile ri-
guroase ale celor mai multe propozitii pareau si par si astdzi complicate pentru
incepatori.

in anii de instruire ai viitorului rege, cind Euclide ii era preceptor, le-
genda povesteste despre rugamintea tandrului neinitiat de a i se usura intrucét-
va dificultitile demonstratiei. Raspunsul lui Euclide ,,Seigneur il n’y a pas en
Géométrie de chemin particulier pour les rois”.

7



»~Elementele” inmanuncheazad 13 carti dintre care primele sase i ulti-
mele trei cirti sunt aferente in exclusivitate geometriei. Celelalte patru cirti
se raporteazd la calculul cu mérimi. Printre acestea, toate identititile algebrice
fundamentale sunt abordate sub forma areolari.

»~Problemele celebre” fuseserd elaborate: duplicarea cubului, cuadratura
cercului, trisectiunea unghiului, la care Euclide adaugi: postulatul paralelelor,
constructia poligoanelor regulate sinonimi cu fmpértirea cercului cu rigla si
compasul fntr-un numdr prim de arce egale, existenta poliedrelor regulate si
altele.

Chios, insuld din grupul Sporadelor centrale, este patria lui Homer si a
lui Hippocrate (490-410 1.Ch.), celebru prin cuadratura “lunulelor” si contem-
poranul sdu Arhitas din Tarent, instruit pe 14nga Pitagoricieni, istoriceste sunt
refinuti ca eminenti succesori ai lui Pythagore, implinind tranzitia de la
Pythagore la Platon. Hippocrate a extins teorema Pitagora la triunghiul oarecare
s a redus problema duplicérii cubului la constructia a doud medii proportionale:

a_ x . x_y

x y o oz 2a’

a fiind lungimea muchiei, si x lungimea muchiei cubului duplicat:
2 4 2.2

X=ay=>x"=a
\ v Yl w24

y =2ax

Se intdmplau In jurul anului 440 1.Ch.

Samos avea pozitie dominantd in ,,Archipel”, patria lui Pitagora, patria
lui Aristarh (310 - 230 1.Ch.), astronom grec, care a activat la Alexandria, con-
temporan si prieten apropiat lui Euclide.

Aristarh cunogtea relatiile de ordine dintre arc si functiile trigonometrice

o 4 . L
pentru arcele din intervalul (O, EJ’ respectiv unghiurile ascutite. Stabilise for-

mulele pentru rezolvarea triunghiurilor dreptunghice, abordeazi triunghiurile
sferice, fiind socotit deschizitor de drumuri pentru trigonometria sferici ce avea
sa fie desdvarsitd dupa patru sute de ani de cétre Claudiu Ptolemeu care a acti-
vat tot la Alexandria.

Eudoxiu, dupa ce s-a instruit pe langd pitagoricieni, s-a reintors in Gre-
cia, activind la Atena.

A fost elevul preferat al lui Aristarh. Este citat de Archiméde ca autor al
evaludrii volumelor piramidei, conului §i trunchiurilor respective. A profesat la
scoala creatd de Platon avindu-i ca elevi pe fratii Menecmus si Dinostrate care au
abordat problema trisectiunii si problema cuadraturii cercului: constructia cu rigla
si compasul a pétratului a cirui arie este egald cu aria unui cerc dat. Precursori lui
Euclide, toate acestea sunt inserate in cértile 9, 10 si 13 ale Elementelor.

Elementele nu contin mésura circumferintei cercului: aceasti descoperi-
re capitald era rezervata lui Archiméde.

Constructia poligoanelor regulate a fost abordatd de Archimede si dupd
facilele cazuri: n =4, n = 6, n = 3, ceva mai serioase au fost cazurilen =10,n=35
iar n = 15 incheie stridaniile antichititii in timp ce evul mediu rAméne lipsit de
glorie, in aceastd privintd.

Toate problemele celebre si altele la fel de celebre, impuse de rostul
matematicilor aplicate, §i - au aflat rezolvarea definitiva, deci au fost ,,inchise"
pe parcursul secolului al XIX-]ea.

Euclide este o ,,fipturd” in eternitate. Picat cd n-a mai zdbovit printre
semenii si. Avea s se destainuie unei alte lumi!?

fn ce-1 priveste pe Archimede, toti avizatii consemneazi ,le plus grand
mathematiciens de l'antiquité”' §i o apreciere ceva mai recenti, fincle anilor 50 ai
secolului XX, privitor la opera lui Archimede ,et par une fortune singuliere,
nous sommes a méme de lire encore dans son texte original, dans le sonore dia-
lecte dorien ou il les avait gi soigneusement ridiges, la plupart de ses écrits, et

jusqu'a celui, retrouvé récement, ou il expose les procédés ,heuristiques” par
lesquels il a été & quelques-uns de ses plus beaux résultats” precum si aprecierea
de revenire la matcd.

,,Ce ne sont plus de tels scrupules en tout cas qui arrétent les mathéma-
ticiens du XVII® siécle, lorsque, devant les problémes nouveaux qui se pose en
foule, ils cherchent dans 1’étude assidue des écrits d’ Archiméde les moyens de
le dépasser’™.

Steaua ,,Jonica” a ajuns prea degrabi la culminatie, fluctuatiile politice
au ficut-o si pileascd dupd un veac de existentd, in timpul generafiei lui
Anaxagore. Zenitul Miletului purtase efemer o supernovi, a cirei strilucire i
conferea non statutul de stea cizitoare. Avea destinul de stea calitoare §i magul
ei, Pythagora. Dupi lungi peregrindri in Egipt, tinuturile Asiei Mici, prin vechile
agezaminte caldeene pana spre indepartatele tinuturi ale Indiilor, a pornit-o spre
apus, o vreme a poposit in Sicilia si continuénd célitoria ajunge in Italia meri-
dionals, tinuturi care in epoca constituiau ,,la Grande - Gréce”. Crotone devine
sediul scolii italice, fondatd de Pythagora citre 509 1.Ch. Personaj emblematic,
enciclopedii de prestigiu riman retinute: ,,philosophe et mathématicien grec du
VI®s. av. J. C dont I’existence est trés problematique. Il serait né a Samos, et
aurait fond¢ la secte des pythagoriciens”.

Teorema care i-a fixat celebritatea reactualizati in geometria superioard
a spatiilor cu incirciturd modernd, se pare ci a demonstrat-o prin descoperire,
cu procedeu areolar, cind incd nu pérasise tinutul natal.

Dupi unii istorici, triirea sa a depasit simtitor rarul o suti de ani.

Comentatori romani, filosofi si matematicieni il mentioneaza in viati in
epoca anilor 480 1.Ch.

! Bugene Rouche, Notions Historiques, Patis 1858
2 Nicolas Bourbaki, Eléments d’histoire des mathématiques, Ed Hermann 1958, France
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Am amintit de Sicilia, la acea vreme cu sentimente procartagineze. Dupa
mai bine de dou sute de ani, se nistea la Syracuza, ARCHIMEDE - 287 1.Ch.

,La secte des pythagoriciens™ se rdrea, se pierdea estompéindu-se in
amintire. E posibil ca primii preceptori ai copilului genial si fi fost instructori
trecuti pe la Crotone. Téndrul Archimede nu implinise saptesprezece ani cind
ajungea la Alexandria, Euclide trecea in etemnitate, cartile ,,Elementelor” si tra-
tatul ,,Données” (mistuit in incendiul din 641 d. Ch.), a parvenit posteritatii
prin judicioasele comentarii din ,,Collections Mathématiques™ ale Iui Pappus
(320-395 d. Ch. renumit matematician grec, a activat la Alexandria). Acesta le-a
parcurs cu interesul unor inclindri singulare (in special cirtile 7, 8, 9, 10 ale
,Elementelor”), aplecat asupra lui Eudoxiu, discipolul preferat al lui Platon, pe
care Archiméde 1l citeazi ca autor al ,,masurii” piramidei §i conului. Lucrérile
Iui Archiméde se raporteazi cu preciadere ,,a la Géométrie de la mesure”. Calea
urmati pentru demonstrarea adevarurilor matematice nebinuite pand atunci
constituie ,,]la Méthode d’exhaustion”care contine in germene ,,Ja Méthode des
limites”-fata de care am citat aprecierile colectivului Bourbaki.

Dupi anul 260 1.Ch. revine la Syracuza, pe care n-o mai paraseste, devi-
ne fizicianul §i matematicianul care zeificd antichitatea, riméne simbolul care
innobileazi facerea Domnului, In cea mai puré infaptuire dupa chipul si asema-
narea divini.

Problema ,,construirea poligoanelor regulate” cu n=3, n=2" ‘3 supusi
,masurii” care 1-a condus pe Archiméde la descoperirea numérului ce-i poarti
numele, l-a preocupat si pentru n=7, heptagonul regulat, manuscris pierdut,
mentionat Intr-un comentariu semnat de Tabit Ibn Kora(826-901, invitat arab, a
activat 1a Bagdad).

Latura | a heptagonului regulat Tnscris in cercul unitate verifica ecuatiile:

CH1=x34+2x, x=12-2, retinute ca ,,formulele Iui Kora”.

Istoria retine si rezultatele lui Johann Kepler, care independent de ,,cer-
cetdrile” lui Tabit Ibn Kora finalizeaza chestiunea in forma echivalents, cu spri-
jin pe formulele i Frangois Viéte (1540-1603), ridicitorul cortinei spre ,,Re-
nastere”, In matematica.

fn Gazeta Matematici, in volumele anilor 50, sunt multe scrieri autorizate
cu privire la evolutia matematicé a secolelor antichitdtii i a celor ce au urmat.

,Padre” al celor insufletiti era legendarul Ion Ionescu.

Toate aceste contributii erau atunci tot atitea indreptare pentru posterita-
te, pentru cei de astizi pe care vremea i-a ajuns, pentru cei de méine cénd vre-
mea le va sosi. Cautitorii gisesc si vor gisi deslusiri, cdnd manuscrisele devin
documente de arhivi, din ce in ce mai dificil de abordat.

in finalul acestui eseu voi comite un inconjor prin care mi voi explica
sentimental §i rational pentru toatd reconstituirea ce urmeazi.

» Sinus” este cuvant de origine latind, cu reflectii in anatomie, botanica,
matematic3, semnificd o ,,cavitate” si cavitate este segmentul circular.

in matematica este legat de frontiera liniard a acestei cavitati.
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Invitatul indian, Ariabhata din Pataliputra (476-550), inspirat din geo-
metria Antichititii a introdus ,,sinusul”, ca jumitatea coardei ce subintinde arcul
misurat in grade hexagesimale si simbolizat ,,sine ”, 2« fiind mésura arcului
subintins de coardi. Cosinusul aceluiasi arc, simbolizat ,,cos ¢ ”, este apotema
coardei.

Creatia indian3 a trigonometriei a trecut in tarile de origine araba, tran-
scrisd in versiune definitiva de Albategrius (858-929), cel mai luminat invitat al
scolii de la Bagdad (Abu Abdulah Muhamed ibn Jaber ibn Sinan al Batani),
supranumit ,,le Ptolémée arabe™.

Germenii veneau din Antichitate, in principal de la Hippocrate, Aris-
tarh, Hipparque din Niceea (190-125 1.Ch.), cel mai mare astronom al antichita-
tii, veritabilul fondator al Astronomiei Matematice, inventatorul Trigonometriei
rectilinii (plane) si sferice, §i dupa Hristos, Claudiu Ptolemeu (85-165), astro-
nom si geometru ,,du plus grand savoir”, autorul tratatului ,,Almageste” (in lim-
ba arabi acest titlu are semnificatia de ,,foarte mare™). Almagestul riméane veri-
tabilul Tratat de Trigonometrie rectilinie si sferica, asupra ciruia s-au aplecat
Ariabhata Al Batani si contemporanii lor.

Hippocrate a enuntat i demonstrat ,,Teorema Pitagora generalizatd”, in-
seratd in ,,Elemente”, cartea a VIII*;

Pitratul laturii unui triunghi este mai mic, egal sau mai mare decét suma
pétratelor celorlalte doud laturi, dupd cum unghiul opus este ascutit, drept sau
obtuz. Diferenta este egald cu de doud ori produsul uneia din cele doud laturi
prin proiectia celeilalte pe ea.

F
I N\ L
s / /\\\\_ A 7 i _,/ \

N sy N

N S g

Hk-—»% ) ‘;i\ﬁ\ ,,/"'/-: e G

RS

B ‘“]\N\\ , J C

[ ]\
E N D

& BAC.Z90°. Se construiesc patratele BCDE, CAFG, ABHI.
ABCG=ADCA $i ACBH=AEBA:
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8 BCG%E-ﬁ:%EC_K:%RZ-%A_C-E

aria DCA=%E-E=%CD-CM

aria CBH=%BH-CQ=%BH-BR=%E2-%E-E

aria EBA=%E-AV=%§E-W

= BC’=aria BCDE=2 aria DCA +2 aria EBA=AC>~AC-AK + AB>
—AB- AR §i AK este proiectia lui 4B pe AC, AR este proiectia lui ACpe AB

Pentru «BAC ascutit, K este intre A §i C, R este intre A si B.

Aseminarea triunghiurilor KAB~ RAC=> 4K, AB

E2=E2+E2 24C “Prac AB = AB*+ AC?-24B -PIAB AC

Cand <BAC > 90% A este intre K si C, A este intre R §i B, si teorema este de-

monstratd. Semneaza: Hippocrate.
»~Desfacerea” functiilor sinus si cosinus pentru suma a doud arce, pentru dife-

renta a doud arce, arcele apartinind, cum am spune astizi, intervalului (0, %) le

reproduc, le refac, patru stiri independente, aga cum le-a invitat Arhimede, stu-
diind ,,Elementele”.

C

A
ZAB=a, 4BC=/, AP=sina , 0S=cosa , CQ=sin f, 0Q=cos 3,
CL=sin (a+ f), OL= cos(a+ )

AKP ~ ACkQ => 2K _KP _ oria AKQ= aria CKP
CK KO

<12

Aria ORQ=% AP-0Q= % sin acos f= aria AKQ +aria OAK

Atia OCP=% OP-CQ = % cos a sin f3=aria OCK —aria CKP

Aria OAC= % OA -CL- % sin(a -+ 3)= aria OAK + aria OCK

Din care rezulta: sin(e+ )=sin & cos B+cos asin B
OP AP

PA ~ACOM =>—="— =>0P(0Q-OM)= AP-CQ,

AOPA~ACOM => 5 =+~ =>OP(0Q-OM)= APCQ

cos & cos 3-OP - OM=sin & sin 4

AOLM ~AOPA=> % =%—Aj , OL-OA=0P- OM=cos ¢ cos f -sin & sin B, adi-

ci cos(a+ B )=cos acosf-singsin f
B

M QA e

4B =q, :42'=ﬂ , BP=sin o, OP=cos o, CQ=sin g, OQ=cos 7,
BL=sin(e- ), OL=cos(a- )
BK KP . .
KP ~ACKQ=> — =—— = aria BKQ = aria CKP
AB 0= % KQ Q
Aria OBQ=% BP. OQ=% sin & cos B = aria OBK — aria BKQ

Aria OCP=%OP- CQ=% cos o sin 8 = aria OCK — aria CKP

Aria OBC=%

din care rezulta: sin( & - 8 )=sin  cos f -cos & sin

ocC. BL=% sin( - )= aria OBK — aria OCK,
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oQ CQ
AOQC ~ABPM =>—==—=_0Q(OM-OP)=BP - C
Q sp e O ) Q
0Q-OM - cosacos f=sinasinf

aoLm ~r0gc=>2L =M o1..0C=0Q- OM=cos & cos B +sinasin
00 oC
B, adica

cos(a- f)=cosacos f +singsin g Semneaza: Euclide

. n w
k, prim cu n, 1<k< [E]’ cercul marcat cu punctele care separi ,,n” arce egale,

punctele unite din k in k, k=1 construieste poligonul convex regulat de ordinul
n. Celelalte sunt poligoane concave, poligoane stelate regulate de ordinul ,,n”,
in total %2 ¢(n) poligoane, ¢(») este functia indicatorului.

I , este lungimea laturii poligonului rezultat de ordinul ,,n” si ,,indice k™.
a , este apotema acestui poligon.

. . km knm
Pentru cercul unitate, /, , =2sin—,a; , =cos—.
’ n ’ n

n=7. Trei heptagoane regulate, unul convex, doua stelate: hq.b7:057.
AB=1l5,AC=1,,AD=1;,

A'B=1l514,4'C=1l4,4'D=1,

OB'=ay7,0C'=a,,,0D'=a,,

A'B=2ay7,4'C=2a,,,4'D=2ay,

—. 4z 4z 1 3z

AC=_,Sm—=—CF=ll37 =sin—
7 7 2 2> i
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el )

OA-BP _ AB-OB'

Pentru cercul de razi OA=R, aria OAB= 5 5 =lhqg-a7= 512,7
. R . R
Aria OAC=> 12’7(12’7 =_2_l3,7 , aria OAD=> 13’7 k a3’7 = 511’7
Cu formulele lui Euclide se obtine consecutiv:
.2 T
sin3—” = sin(z + 2—ﬂ:) =sinZ osz—ﬂ +5in 2 cos L => Rly;=lqay7+h 017
7 7 717 7 7 ’ ’ si
T . 2r m,_ . 2x m® . & _ 2m
in — =sin(=— — =) =sin=—cos — —sin—cos—=> Rl ; =, ;a7 — | ;0
sin— = sin( 7 7) sin—-cs 08— 11 =haas —ha927
prin diferenta:
R -hy)==2h0y7
. 3z
sinZ—ﬂ' = sin(3—” - —75) = sin?,—”cos£ —sinZ cos > => Rl 7 =hqa7—h7937
7 7 7 7 7 7 7 si prin
A¢7. . 3r m, . 3x w6 . AW 3%
in— =sin(— + =) =sin ——cos — +sin—cos—=>Rly y =L 13/ 7 + ] ;a
sin sin( 7 7) 7 - 7 7 3,7 =37%,7 Th,7193,7
diferenta:
R(h7 —h)=2h70,
S€ aSOCiaZé Rl2’7 = 2[1’7[11’7
Sumarea acestor trei egalititi, stabileste ,,relatia apotemelor regulate”

R
A7 —G7ta3, =7 ey

Revenind la cercul unitate, triunghiurile dreptunghice 4BA',4C4',4ADA' stabi-
lesc consecutiv: AB? = AA" AP, AC* = 44" AQ,AD2 = AA" AM adica:
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1, =2(1-ay7),15 7 =2(1+a37),13, =2(1+a ;) Tespectiv:
B+, +18,=7 Q) si 7R, in cercul de razi R.
Se noteazd: 2a,; =x,-2a, 7 =X,2a3 7 =X =>I27 =2+ 23,137 =2+ 33,137 =2+ x
AABA'=> I +4al; =4 AACA'=> 15 1 +4ay ; =4AADA' => 55 + 4a3, =4
Cu aceste notatii, urmeaza:
x2=2-x,,x2 =2—x;,x} =2—x, legituri care se inchid in sistem ciclic.
Relatia(1) se transcrie: x, +x, +x; =1, stabilind ,,ecuatia apotemelor”:
x12 + x22 + 2x1xy =1—-2x3 + x32
x12+2—x3+2x1x2 =1-2x3 +2 - x;
x12 + X+ x5 —1=-2xyx,
xlz - Xy = —2x1x%,
sicum —x, =x? —2=>-xx, =x} 1.
x2 =2—x, =>x} =2x +x* 1, adici ecuatia apotemelor heptagoanelor regulate
X -x2-2x+1=0 (3),
doui rddicini pozitive $i o ridicind negativi: 0<x; <—x, <x;.
x=1I? —2 repartizeazi heptagoanele regulate: lf7 =2+4x, < 122’ 7=2+x;3< 132,7 =2+x.
Ridacinile x,x,,x; ale ecuatiei (3) sunt abscisele punctelor de intersec-
tie ale parabolei

x* =ycuhiperbola y= 2x-1,
x—-1
Y&
Z
1
. 2
'zam O 231.‘. 1 zam X
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In oricare cerc: =L — 2L 4+ L7 =1 (4), iar in cercul de raza R:

hy, Ly by
2
2 2 2 _3SR
aig+ay +ag ==~ ).

Semneazi: Archiméde

Alexandria, 270 1.Ch.

Practica abordirii ecuatiilor de gradele 3 si 4, prima prin intersectia pa-
raboli- hiperboli, cea de a doua prin intersectia a doud parabole, venea de la
Scoala lui Platon care initiase §i perfectionase doctrina ,,locurilor geometrice™.
Creatorul fusese Hippocrate, care manuia cu profundi ingeniozitate aceastd
doctring, o aritase atunci cAnd problema duplicarii cubului, ce venea din adén-
cimile milenarelor mitologice, o transferase la construirea a doud medii propor-
tionale, in fond, intersectia a doud parabole

x‘=ay g ; "

y2=Zax, ecuati ,,metric omogene

Scoala de la Atena emancipase si intersectia parabolei x’=y (in serviciul
duplicirii oricdrui cub), cu hiperbola xy=2a’, si cele doud procedee se pot unifi-
ca intr-un comentariu actual: ,,originea si un punct impropriu ce corespund”. Cu
acest aforism proiectiv cele doud sisteme concurd in solutia reald unica: para-
bolele au in comun originea, solutie respinsa si doud intersectii, puncte imagi-
nare; parabola si hiperbola au in comun punctul impropriu (0, 1, 0), solutie res-
pinsa si doud intersectii, puncte imaginare. Al patrulea punct comun, cu aceeasi
abscisd pentru ambele variante, marcheaz prin abscisa muchia cubului duplicat.

Intersectia parabola-hiperbold, propusi de Archimeéde, pentru ,,impérti-
rea cercului in sapte arce egale”, aruncd al patrulea punct comun in punctul im-
propriu (0, 1, 0)

Linia dreapts si cercul sunt liniile placute ochiului i miscérii, insofitoare
ideale ale vietii, au inconjurat firul cu plumb si rotundul, impunénd rigla si
compasul in rezolvarea problemelor de ,,constructii geometrice”.

Originea problemelor celebre, a celor mai multe, este de facturd mistica
si tot astfel este abordarea lor infructuoasd, dar urme consistente au lasat doar
doui scoli: Scoala Iui Platon i $coala de la Alexandria.

Acestea au devenit posibile si demne de retinut, doar atunci cénd
renuntandu-se la obligativitatea folosirii liniilor ideale s-a acceptat si serviciul
altor linii, fiurite prin doctrina locurilor geometrice. Preeuclidian rémén urmele
eminentilor frati Menocmus si Dinostrate, striluciti discipoli ai lui Eudoxiu,
ingeri luminati ai scolii ateniene; posteuclidian au traversat si traverseaza vea-
curile liniile lui Nicoméde §i Diocles, in sinteza Dumnezeului lor, al tuturor
celor de atunci, izvor de har si intelepciune cu nume pamantean: Archiméde.
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